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Problemas de cuadraturas en las matematicas griegas

Los problemas de cuadraturas son problemas geométricos que consisten en lo
siguiente: dada una figura, construir un cuadrado con area igual a la de la figura
dada. Esta construccion debia hacerse con regla no graduada y compas,
siguiendo unas normas precisas. Segun lo establecido en los Elementos de
Euclides (c. 300 a.C.) la construccién debe constar de un nimero finito de pasos,
cada uno de ellos consistente en:
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Los problemas de cuadraturas son problemas geométricos que consisten en lo
siguiente: dada una figura, construir un cuadrado con area igual a la de la figura
dada. Esta construccion debia hacerse con regla no graduada y compas,
siguiendo unas normas precisas. Segun lo establecido en los Elementos de
Euclides (c. 300 a.C.) la construccién debe constar de un nimero finito de pasos,
cada uno de ellos consistente en:

@ Trazar una recta que una dos puntos.
@ Trazar una circunferencia de centro y radio arbitrarios.
@ Intersecar dos de las figuras anteriores.

Son famosos los problemas de la cuadratura del circulo, la triseccion de un
angulo, la duplicacién del cubo y la inscripcién de poligonos regulares en una
circunferencia. En la antigua Grecia se sabia cuadrar cualquier poligono.



Figura. Cuadratura de un rectangulo
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1) Se prolonga el lado AB y se determina sobre él un punto E tal que BE = BC.

2) Se traza con centro en el punto medio O de AE una semicircunferencia de
radio OE.

3) Se traza por B una perpendicular a AE y se determina su punto de corte F con
la semicircunferencia.

4) El segmento FB es el lado de un cuadrado cuya area es igual a la del
rectdngulo ABCD. Esto es consecuencia de que la altura FB de un tridngulo
rectangulo AFE es media proporcional entre las dos partes en que divide a la
hipotenusa, es decir, FB/AB = BE /FB, por lo que FB2 = AB.BE = AB.BC.

A partir de aqui es facil obtener la cuadratura de un triangulo, lo que permite
obtener la cuadratura de cualquier poligono descomponiéndolo en tridngulos.



Los mateméticos griegos inventaron un procedimiento, que se conoce con el
nombre de “exhauscion”, por el cual podian lograr la cuadratura de algunas
regiones delimitadas por curvas. Se atribuye a Eudoxo de Cnido (c. 400 - 347
a.C.) la invencion de este método, que fue perfeccionado posteriormente por
Arquimedes (c. 287 - 212 a.C.). El siguiente es un notable ejemplo de su
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Teorema. El area del segmento parabdlico PVQ es igual a cuatro tercios el area
del triangulo inscrito APVQ.

La demostracion aparece en una carta que escribe Arquimedes a su amigo
Dositheus, obra que se conoce con el nombre de Sobre la Cuadratura de la
Parabola. La demostracion consiste en hacer una descomposicion exhaustiva del
segmento parabolico por medio de triAngulos de una forma muy ingeniosa.
Empezaremos explicando la construcciéon geométrica de la figura.



Figura. Cuadratura de un segmento de parabola
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a 1—168.Y puede repetirse indefinidamente.
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Si de cualquier magnitud sustraemos una parte no menor que su mi-
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() Supongamos que K > 58; es decir, que K — §S >0.

Como el area del tridngulo inscrito en un segmento parabdlico PVQ es la mitad
del area del paralelogramo circunscrito PP’QQ’, la cual, a su vez, es mayor que
el area del segmento, se sigue que el area del triangulo inscrito en un segmento
parabdlico es mayor que la mitad del area de dicho segmento, lo que permite
aplicar el principio de convergencia de Eudoxo.
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le precede y, por tanto, en virtud del principio de convergencia de Eudoxo,
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La Unica posibilidad es K = %S.



El Método de Arqguimedes

En su tratado El Método, que se creia perdido y fue descubierto en 1906,
Arquimedes obtiene la cuadratura de la parabola por medios mecénicos usando
el principio de la palanca. Aunque el propio Arquimedes reconoce que esa forma
de proceder no es una demostracién, merece la pena decir algo sobre ella.
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La recta CZ es la tangente a la parabola en C, B es el vértice del segmento
parabdlico. El segmento AZ es perpendicular a la cuerda AC, CT es la recta que
pasa por el punto C y el vértice B de forma que K es el punto medio del
segmento CT. Se considera CT como un brazo de palanca con fulcro en K.
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grados), es decir, ED = 2BD, de donde, EB = BD. Deducimos, por la semejanza
de tridngulos en la figura, que MN = NQ y ZK=KA.
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Por ser ABC una parabola, se sabe que la subtangente ED en un punto C es
igual al doble de la abscisa BD (conviene imaginarse la parabola girada 90
grados), es decir, ED = 2BD, de donde, EB = BD. Deducimos, por la semejanza
de tridngulos en la figura, que MN = NQ y ZK=KA.

Arquimedes demuestra en Sobre la Cuadratura de la Parabola que

CA _MQ
AQ QO
CA CK i
Y, como también es E =N’ y por construccion es TK = CK, obtenemos que
TK  MQ
KN QO(:»TK .QO0 =KN.MQ



Si ahora trasladamos al punto T un segmento de longitud igual a QO y lo
ponemos como en la figura el segmento VH de modo que su centro de gravedad
sea el punto T, la igualdad anterior nos dice que el segmento VH = QO queda
equilibrado por el segmento MQ, pues el producto de dichos segmentos por la
longitud correspondiente del brazo de palanca con fulcro en K es la misma.
Obsérvese que N es el centro de gravedad del segmento MQ. Deducimos que K
es el centro de gravedad de los segmentos VH y MQ.
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Analogamente puede razonarse con cualquier paralela al eje de la pardbola ED,
todas ellas estaran en equilibrio con los segmentos determinados sobre ellas por
el segmento parabdlico trasladados al punto T, de manera que el centro de
gravedad de cada par de segmentos sera el punto K.



Ahora bien, los segmentos paralelos a DE “componen” el triangulo AAZC y los
correspondientes segmentos dentro del segmento parabdlico “componen” dicho
segmento parabolico. Por tanto el triAngulo AZC “permaneciendo en su lugar”,
estara en equilibrio respecto del punto K con el segmento parabdlico trasladado
hasta tener su centro de gravedad en T, de manera que el centro de gravedad
del conjunto de ambos seré el punto K.
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centro T es igual a la razén de TK a KG.Ahora bien, siendo TK triple de KG, el
triangulo AZC sera triple del segmento parabdlico ABC.Ademas, el triangulo AZC
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equivale a cuatro tercios del triangulo inscrito ABC.



Area de una espiral

El siguiente ejemplo de cuadratura sigue un procedimiento que, traducido a las
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La espiral de Arquimedes es la curva que describe un punto material que se
mueve con velocidad uniforme a lo largo de una semirrecta que gira con
velocidad angular uniforme alrededor de su extremo. Es un ejemplo de las
llamadas curvas mecénicas. La ecuacion polar de una espiral de Arquimedes es
de la forma p = ad, donde a > 0 es una constante.
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teorema. El &rea del primer ciclo de una espiral es igual a una tercera parte del
area del circulo circunscrito.






Consideremos una espiral de Arquimedes de ecuacion polar p = ad y calculemos
el area cuando el &ngulo polar varia desde 0 a 2, es decir, de la primera vuelta
de la espiral.
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dentro del mismo y acotamos el area correspondiente a dicho arco de espiral
entre las areas de dos sectores circulares.Teniendo en cuenta que el area de un
sector circular de radio r y amplitud ¢ radianes es %r2¢, resulta que el area de
sector circular mas grande inscrito en cada arco de espiral es 3 (a2mk /n)?(2m/n),
y el area de sector circular mas pequefio circunscrito a cada arco de espiral es
$(a2m(k +1)/n)?(2m/n).Deducimos que el area, S, de la espiral verifica que:
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Arquimedes conocia que k2= 6n(n +1)(2n+1). Usando este resultado

K=1
podemos escribir la desigualdad anterior en la forma:
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podemos escribir la desigualdad anterior en la forma:
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Pongamos K = 3 n(2ma)? que es una tercera parte del area del circulo
circunscrito. Restando K en la desigualdad anterior y haciendo operaciones
sencillas, obtenemos que:
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Arquimedes conocia que k2= 6n(n +1)(2n+1). Usando este resultado

K=1
podemos escribir la desigualdad anterior en la forma:

47136\2% <lf%> <2—%> <S<4n3a2% (1+%> (2+%>

Pongamos K = 3 n(2ma)? que es una tercera parte del area del circulo
circunscrito. Restando K en la desigualdad anterior y haciendo operaciones
sencillas, obtenemos que:

3 1
K<__+W><S_K<K<2n+ﬁ>

y como 1/n? < 1/n, obtenemos que —2K /n < S —K < 2K /n. Usando ahora el
axioma de Arquimedes se concluye que S =K.



Los indivisibles de Cavalieri

Entre los matematicos del siglo XVII era general el deseo de encontrar un método
para obtener resultados y que, a diferencia del método de exhauscion, fuera
directo. Y mejor que mejor si el nuevo método, aparte de dar resultados, pudiera

ser utilizado para demostrarlos.
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Entre los matematicos del siglo XVII era general el deseo de encontrar un método
para obtener resultados y que, a diferencia del método de exhauscion, fuera
directo. Y mejor que mejor si el nuevo método, aparte de dar resultados, pudiera
ser utilizado para demostrarlos.

El camino que siguieron fue el que se deriva de una concepcion intuitiva
inmediata de las magnitudes geométricas. Se imaginaron un area como formada,
por ejemplo, por un namero infinito de lineas paralelas. Kepler ya habia hecho
uso de métodos infinitesimales en sus obras; el interés que se tomé en el célculo
de volimenes de toneles de vino dio como resultado un libro Nova stereometria
doliurum vinariorum (1615). En él consideraba sélidos de revolucién como si
estuvieran compuestos de diversas maneras por una cantidad infinita de partes
sélidas. Por ejemplo, consideraba una esfera como formada por un nimero
infinito de conos con vértice comun en el centro y base en la superficie de la
esfera. Esto le conducia al resultado de que la esfera es igual en volumen al cono
que tiene como altura el radio de la esfera y como base un circulo igual al area de
la esfera, es decir un circulo con el diametro de la esfera como radio.



Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647), discipulo de Galileo y profesor en la
Universidad de Bolonia, publicé en 1635 un tratado Geometria Indivisibilibus
Continuorum Nova quadam Ratione Promota en el que, siguiendo ideas de
Kepler y Galileo, desarroll6 una técnica geométrica para calcular cuadraturas,
llamada método de los indivisibles.
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En este método, un &rea de una region plana se considera formada por un
namero infinito de segmentos paralelos, cada uno de ellos se interpreta como un
rectangulo infinitamente estrecho; un volumen se considera compuesto por un
ndmero infinito de areas planas paralelas.



Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647), discipulo de Galileo y profesor en la
Universidad de Bolonia, publicé en 1635 un tratado Geometria Indivisibilibus
Continuorum Nova quadam Ratione Promota en el que, siguiendo ideas de
Kepler y Galileo, desarroll6 una técnica geométrica para calcular cuadraturas,
llamada método de los indivisibles.

En este método, un &rea de una region plana se considera formada por un
namero infinito de segmentos paralelos, cada uno de ellos se interpreta como un
rectangulo infinitamente estrecho; un volumen se considera compuesto por un
ndmero infinito de areas planas paralelas.

A estos elementos los llama los indivisibles de area y volumen respectivamente.
En lineas generales los “indivisibilistas” mantenian, como expresa Cavalieri en
sus Exercitationes Geometricae Sex (1647), que una linea esta hecha de puntos
como una sarta de cuentas; el plano esta hecho de lineas, como un tejido de
hebras y un sélido de areas planas como un libro de hojas.






La forma en que se aplicaba el método o principio de Cavalieri puede ilustrarse
como sigue. Para demostrar que el paralelogramo ABCD tiene area doble que
cualquiera de los triangulos ABD o BCD, hace notar que cuando GD = BE, se
tiene que GH = FE. Por tanto los triangulos ABD y BCD estan constituidos por
igual nimero de lineas iguales, tales como GH y EF, y por tanto sus areas deben
ser iguales.



Cuadratura de la cicloide por Roberval

En 1630, Mersenne, propuso a sus amigos matematicos hacer la cuadratura de
la cicloide. Esta fue llevada a cabo por Gilles Personne de Roberval en 1634,
utilizando esencialmente el método de los indivisibles de Cavalieri. Recuerda que
la cicloide es la curva que describe un punto de una circunferencia que rueda sin
deslizar.



Cuadratura de la cicloide por Roberval

Figura. Cuadratura de la cicloide



En la figura anterior, sea QMNS la mitad de un arco de la cicloide generada por el
circulo de radio r centrado en O.



En la figura anterior, sea QMNS la mitad de un arco de la cicloide generada por el
circulo de radio r centrado en O.El area del rectangulo QMNP es el doble del
area del circulo. Construimos segmentos de linea infinitesimales horizontales,
AB, con longitud determinada por la distancia horizontal entre el diametro PQ y la

circunferencia.



En la figura anterior, sea QMNS la mitad de un arco de la cicloide generada por el
circulo de radio r centrado en O.El area del rectangulo QMNP es el doble del
area del circulo. Construimos segmentos de linea infinitesimales horizontales,
AB, con longitud determinada por la distancia horizontal entre el diametro PQ y la
circunferencia.Cada punto C de la cicloide lo sometemos a una traslacion
horizontal hasta el punto D, segun el correspondiente segmento AB = CD, y asi
obtenemos la curva QRN, llamada compafiera de la cicloide.
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realizada, las secciones horizontales del semicirculo y de la regién comprendida
entre la cicloide y su curva compafiera son segmentos de igual longitud, por lo
que dicha region tiene area igual a la mitad del circulo. Por otra parte, la curva
compafiera de la cicloide divide en dos partes iguales al rectangulo QMNP, pues,
como Roberval demostro, las secciones horizontales de altura ay 2r —a dan en
cada una de las partes en que dicha curva divide al rectangulo, segmentos
iguales XY y UV.
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cada una de las partes en que dicha curva divide al rectangulo, segmentos
iguales XY y UV .Deducimos asi que el area encerrada por la mitad de un arco
de cicloide es rr2 + 32 = 372, Por tanto, concluimos que el rea encerrada
por un arco de la cicloide es tres veces el area del circulo que la genera.
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area del circulo. Construimos segmentos de linea infinitesimales horizontales,
AB, con longitud determinada por la distancia horizontal entre el diametro PQ y la
circunferencia.Cada punto C de la cicloide lo sometemos a una traslacion
horizontal hasta el punto D, segun el correspondiente segmento AB = CD, y asi
obtenemos la curva QRN, llamada compariera de la cicloide. Por la construcciéon
realizada, las secciones horizontales del semicirculo y de la regién comprendida
entre la cicloide y su curva compafiera son segmentos de igual longitud, por lo
que dicha region tiene area igual a la mitad del circulo. Por otra parte, la curva
compafiera de la cicloide divide en dos partes iguales al rectangulo QMNP, pues,
como Roberval demostro, las secciones horizontales de altura ay 2r —a dan en
cada una de las partes en que dicha curva divide al rectangulo, segmentos
iguales XY y UV .Deducimos asi que el area encerrada por la mitad de un arco
de cicloide es rr2 + 32 = 372, Por tanto, concluimos que el rea encerrada
por un arco de la cicloide es tres veces el area del circulo que la genera.

Los matematicos no se mostraban de acuerdo acerca del valor que habia que dar
a una demostracion por el método de los indivisibles. La mayoria de los que se
preocupaban de la cuestion consideraban el método de los indivisibles s6lo como
un método heuristico y creian que era adn necesaria una demostracion por
exhauscion.



Parabolas e hipérbolas de Fermat

La cuadratura de las curvas definidas por y = x" donde n es un nimero natural o
bien un entero negativo n # —1, habia sido realizada paran=1,2...,9 por
Cavalieri, aunque podemos remontarnos hasta Arquimedes que habia resuelto
geométricamente los casos correspondientes a n = 1,2,3. Fermat, con una
ingeniosa idea, logré obtener la cuadratura de areas limitadas por arcos de
hipérbolas generalizadas x"y™ =1 (m,n € N).
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Fermat seguia un método clasico de exhauscion, pero con una idea feliz que
consistio en considerar rectangulos infinitesimales inscritos en la figura a cuadrar
cuyas bases estaban en progresion geométrica. Fermat considera al principio las
hipérbolas yx" = k y manifiesta:
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es la primera, pueden ser cuadradas por el método de la progresion

geomeétrica, de acuerdo a un procedimiento uniforme general.
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Fermat seguia un método clasico de exhauscion, pero con una idea feliz que
consistio en considerar rectangulos infinitesimales inscritos en la figura a cuadrar
cuyas bases estaban en progresion geométrica. Fermat considera al principio las
hipérbolas yx" = k y manifiesta:

Digo que todas estas infinitas hipérbolas, excepto la de Apolonio, que

es la primera, pueden ser cuadradas por el método de la progresion

geomeétrica, de acuerdo a un procedimiento uniforme general.

Vamos a hacernos una idea de como calculaba Fermat la cuadratura de la
hipérbola generalizada y = x 2 para x > a. Usaremos notacién y terminologia
actuales.
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Figura. Cuadratura de la hipérbola de Fermaty = x 2
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Elegimos un ndmero r > 1y consideremos los puntos de abscisas
a,ar,ar? ar3,.... Los rectangulos inscritos tienen area

1 2 1 1 r-121 1
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El &rea de los rectangulos circunscritos viene dada por
1 2 1 3 1 r=121 r
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Por tanto, llamando S al area bajo la curva, tenemos que

1 r
— <S< =
ar a
. . . 1
Como esta desigualdad es valida para todo r > 1, concluimos que S = —.
Observa que dicho valor es precisamente el area del rectangulo OABa.
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El razonamiento de Fermat tiene detalles muy interesantes que se pierden
usando la terminologia y simbolos actuales. Vamos a reproducir parte de su
razonamiento. Fermat se apoya en una propiedad de las progresiones
geométricas de raz6n menor que la unidad, que enuncia como sigue:
Dada una progresion geométrica cuyos términos decrecen indefinida-
mente, la diferencia entre dos términos consecutivos es al mas pequefio
de ellos, como el mayor es a la suma de los términos restantes.
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usando la terminologia y simbolos actuales. Vamos a reproducir parte de su
razonamiento. Fermat se apoya en una propiedad de las progresiones
geométricas de raz6n menor que la unidad, que enuncia como sigue:
Dada una progresion geométrica cuyos términos decrecen indefinida-
mente, la diferencia entre dos términos consecutivos es al mas pequefio
de ellos, como el mayor es a la suma de los términos restantes.

Llamemos R1,R;,R3,... alas areas de los sucesivos rectangulos y S a la suma
de todas ellas. Como se trata de una progresion geométrica decreciente, se tiene
que:
Ri-R, R
R, S—R;
Simplificando, resulta

SfR1:OA.AB:%

Dice Fermat:

[...] si ahora afiadimos [a ambos miembros de esta igualdad] el rec-
tangulo R; que a causa de las infinitas subdivisiones, se desvanece
y queda reducido a nada, alcanzamos la conclusion, que podria ser
facilmente confirmada por una mas prolija prueba llevada a cabo a la
manera de Arquimedes...No es dificil extender esta idea a todas las
hipérbolas definidas anteriormente excepto la que ha sido indicada [la
hipérbola de Apolonio].



Vemos como en las cuadraturas de Fermat de hipérbolas y parabolas
generalizadas, subyacen los aspectos esenciales de la integral definida:

@ La division del area bajo la curva en elementos de area infinitamente
pequenfios.
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Vemos como en las cuadraturas de Fermat de hipérbolas y parabolas
generalizadas, subyacen los aspectos esenciales de la integral definida:

@ La division del area bajo la curva en elementos de area infinitamente
pequenfios.

@ Aproximacion de la suma de esos elementos de area por medio de
rectangulos infinitesimales de altura dada por la ecuacion analitica de la
curva.

@ Un intento de expresar algo parecido a un limite de dicha suma cuando el
ndmero de elementos crece indefinidamente mientras se hacen
infinitamente pequefios.



La integracion aritmética de Wallis

Jhon Wallis (1616 - 1703) publicé en 1655 un tratado Arithmetica infinitorum (“La
Aritmética de los infinitos”) en el que aritmetizaba el método de los indivisibles de
Cavalieri. Para ilustrar el método de Wallis consideremos el problema de calcular
el rea bajo la curvay = x¥ (k = 1,2,...) y sobre el segmento [0, a].



La integracion aritmética de Wallis

=) Q A B
Figura. Comparando indivisibles




Siguiendo a Cavalieri, Wallis considera la regiéon PQR formada por un nimero
infinito de lineas verticales paralelas, cada una de ellas con longitud igual a x.
Por tanto, si dividimos el segmento PQ = AB = a en n partes de longitud h = a/n,
donde n es infinito, entonces la suma de estas infinitas lineas es del tipo

0% 4-hX 4 (2h)* 4 (3h)K +- .- + (nh)¥ ®3)
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infinito de lineas verticales paralelas, cada una de ellas con longitud igual a x.
Por tanto, si dividimos el segmento PQ = AB = a en n partes de longitud h = a/n,
donde n es infinito, entonces la suma de estas infinitas lineas es del tipo

0% 4-hX 4 (2h)* 4 (3h)K +- .- + (nh)¥ ®3)
Analogamente, el area del rectangulo ABCD es
ak +ak +ak+...+a = (nh)* + (nh)* 4 (nh)* + .- -4 (nh)¥ 4
La razon entre el area de la region PQR vy el rectangulo ABCD es

AreaPQR 0K+ 1k 42k 43K 4 ... 4k
AreaABCD ~ nK+nKnknk ... 4nk

Q)



Esto lleva a Wallis a estudiar el valor de la expresion (5) para n = «. Fue
precisamente Wallis quien introdujo en 1655 en la obra De Sectionibus Conicis, el
simbolo del “lazo del amor”, e, con el significado de “infinito”. Después de
estudiar varios casos para valores de k = 1,23 haciendo, en cada caso, sumas
para distintos valores de n = 1,2, 3,4, Wallis observa ciertas regularidades en las
mismas y, con tan débil base, acaba afirmando que para n = « y para todo
k=1,2,..., se verifica que
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Esto lleva a Wallis a estudiar el valor de la expresion (5) para n = «. Fue
precisamente Wallis quien introdujo en 1655 en la obra De Sectionibus Conicis, el
simbolo del “lazo del amor”, e, con el significado de “infinito”. Después de
estudiar varios casos para valores de k = 1,23 haciendo, en cada caso, sumas
para distintos valores de n = 1,2, 3,4, Wallis observa ciertas regularidades en las
mismas y, con tan débil base, acaba afirmando que para n = « y para todo
k=1,2,..., se verifica que

ok+1ky2kp3k...4nk 1

= 6
nknk4nk4nk ... 4nk k41 ©)
Naturalmente, de aqui deduce el valor del area de la region PQR:
AreaPQR  AreaPQR 1 . ak+1
, = = = AreaPQR = k=1,23... 7
AreaABCD ak+1 k+1 Q k+1 ’ )

Este resultado ya era conocido anteriormente, pero Wallis no se paraba aqui y
extendia la validez de la igualdad (6) a todos los exponentes racionales positivos.
Su peculiar razonamiento tiene interés pues en él se bas6é Newton para obtener
la serie binomial.
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audaz interpolacion establece (sin demostracion) que una conclusion analoga
puede deducirse para la progresion geométrica
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de manera que la sucesion de sus indices debe formar una progresién aritmética,
de donde se sigue que debe ser o ((¥/x)P) =p/qparap=1,2,...,q.De esta
forma obtiene que

im (VOP+ (VPP + (V2P + (V3P -+ (VP 1
n=e (V)P + (V)P + (V)P + (V)P + -+ (V)P p/a+1




Wallis estaba convencido de la validez de su método, conocido posteriormente
como interpolacién de Wallis, que tuvo importancia en el siglo XVIII. Puede
considerarse como un intento de resolver el siguiente problema:

Dada una sucesion Py, definida para valores enteros de k, encontrar el
significado de P, cuando a no es un nimero entero.
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de potencias fraccionarias y negativas.



Wallis estaba convencido de la validez de su método, conocido posteriormente
como interpolacién de Wallis, que tuvo importancia en el siglo XVIII. Puede
considerarse como un intento de resolver el siguiente problema:
Dada una sucesion Py, definida para valores enteros de k, encontrar el
significado de P, cuando a no es un nimero entero.

Ademés, Wallis deduce que necesariamente debe ser (¥/x)P = xP/9 Sera
Newton, poco mas tarde, quien siguiendo los pasos de Wallis, introducira el uso
de potencias fraccionarias y negativas.

Wallis, incluso llega a afirmar que la igualdad

ja . a+l
x"dx = 9)
3 r+1

no es valida solamente para exponentes r racionales, sino también para otros
como r = /3 pero, naturalmente, no puede dar ninguna justificacion.



Obtenida, a su manera, la cuadratura anterior, Wallis intenta calcular la integral
1
j VX —x2dx
0

Dicha integral representa el area bajo la semicircunferencia de centro (1/2,0) y
radio 1/2, su valor es, por tanto, 17/8. Wallis queria obtener dicho resultado
evaluando directamente la integral. No tuvo éxito en este empefio que Newton
habria de resolver posteriormente, pero sus resultados le llevaron a obtener la
llamada férmula de Wallis
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El resultado fundamental de Barrow

Barrow estuvo muy cerca de descubrir la relacion inversa entre problemas de
tangentes y de cuadraturas, pero su conservadora adhesion a los métodos
geomeétricos le impidi6 hacer uso efectivo de esta relacion. Veamos como aparece esa
relacion tal como se expone en la Leccion X, Proposicion 11 de las Lectiones
Geometricae.

y =9g(x)
F
|
L
K
A
T P D
Z
e L y=fx)




Tracemos una linea recta FT por F que cortaen T alarecta AD y tal que

DF /TD = f(D) = DE
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DF /TD =f(D) = DE

Queremos probar que FT es la tangente ay = g(x) en el punto F. Para ello
vamos a ver que la distancia horizontal, KL, de cualquier punto L de la recta EF a
la recta FT es menor que la distancia, IL, de dicho punto L a la curva y = g(x).
Esto probaré que la recta FT queda siempre por debajo de y = g(x).



Tracemos una linea recta FT por F que cortaen T alarecta AD y tal que
DF /TD =f(D) = DE

Queremos probar que FT es la tangente ay = g(x) en el punto F. Para ello
vamos a ver que la distancia horizontal, KL, de cualquier punto L de la recta EF a
la recta FT es menor que la distancia, IL, de dicho punto L a la curva y = g(x).
Esto probaré que la recta FT queda siempre por debajo de y = g(x).

Tenemos que:
FL/KL=DF/TD =DE

Por otra parte:

areasADEZ = FD
areaAPGZ = PI=LD
areaPDEG = FD-LD=FL



Ya que
areaPDEG < rectanguldPD.DE (20)
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es tangente ay = g(x) en D y su pendiente es DE = f(D).



Ya que
areaPDEG < rectanguldPD.DE (20)

Se sigue que
FL < PD.DE — DE > FL/PD

y por tanto
FL/KL>FL/PD — KL<PD =1L

Deducimos que el punto K queda debajo de la curva'y = g(x) y por tanto la recta
FT queda a un lado de la curva.Para completar la demostracion es necesario
repetir el razonamiento tomando puntos a la derecha de EF. Esto prueba que TF
es tangente ay = g(x) en D y su pendiente es DE = f(D).En términos actuales,
lo que Barrow ha probado es que:

%jf(t)dt:f(x)



El Teorema Fundamental del Calculo segun Newton

Newton desarrollo tres versiones de su céalculo. En la obra De Analysi per
aequationes numero terminorum infinitas, que Newton entregd a su maestro
Barrow en 1669, y que puede considerarse el escrito fundacional del Calculo,
Newton usa conceptos infinitesimales de manera similar a como hacia el propio
Barrow.
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El Teorema Fundamental del Calculo segun Newton

Newton desarrollo tres versiones de su céalculo. En la obra De Analysi per
aequationes numero terminorum infinitas, que Newton entregd a su maestro
Barrow en 1669, y que puede considerarse el escrito fundacional del Calculo,
Newton usa conceptos infinitesimales de manera similar a como hacia el propio
Barrow.Este trabajo, ademés de contener el teorema binomial y los
descubrimientos de Newton relativos a series infinitas, contiene también un claro
reconocimiento de la relacion inversa entre problemas de cuadraturas y de
tangentes.La exposicion que hace Newton de esta relacion fundamental es como
sigue. Supone una curva y llama z al area bajo la curva hasta el punto de abscisa
X. Se supone conocida la relacion entre x y z. Aunque Newton explica su método
con un ejemplo, queda perfectamente claro su caracter general.
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Figura. z = z(x) = areaOPB
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El ejemplo que Newton considera es

7= ax"" (11)
m+n

Pongamos, por comodidad r = ™. Newton se imagina que el punto P = (x,y)
se mueve a lo largo de la curva y razona como sigue. Incrementemos la abscisa
X a x + o donde o es una cantidad infinitesimal o momento. Tomemos BK =v de
forma que ov = areaBbHK = &reaBbPd.
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7= ax"" (11)
m+n

Pongamos, por comodidad r = ™. Newton se imagina que el punto P = (x,y)
se mueve a lo largo de la curva y razona como sigue. Incrementemos la abscisa
X a x 4+ 0 donde o es una cantidad infinitesimal o momento. Tomemos BK =v de
forma que ov = areaBbHK = &reaBbPd.El incremento del area viene dado por:

ov:z(x—ko)—z(x):?(x—ko)r—?xr (12)
Desarrollando en potencias
E r_g r r_g r 9 r(r,]_)o_Z r(rfl)(r72)0_3
r(x+0) —rx(1+0/x) - <1+rx+ 2 T 123 3T

(13)
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De (12) y (13) deducimos, después de dividir por o, que:

rer,a(r=1) v, alr—1)(r—2) 5 3
+ 2 oX + 1.2.3 0°X
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De (12) y (13) deducimos, después de dividir por o, que:

a(r—1) ox' 2 1 a(r—1)(r-2) 02x"—3

2 1.2.3 o

v=ax"14
Si en esta igualdad suponemos que o va disminuyendo hasta llegar a ser nada, en
cuyo caso v coincidira con y, después de eliminar los términos que contienen o que
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cuadratura es correcta estudiando la variacion momentanea de dicha expresion.
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hecho, lo que Newton ha probado es que la razén de cambio del area bajo la curva,
esto es, el cociente

z(x+0)—2z(x)

o

se hace igual a la ordenada de la curva cuando o “se hace nada”.En términos actuales,
la derivada de z(x) es la funcién y = y(x).La relacién simétrica entre cuadraturas y
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Las principales ideas que guiaron a Leibniz en la invencion del Calculo fueron:

@ La creacion de un simbolismo matematico que automatizara los calculos y
permitiera formular facilmente procesos algoritmicos.

@ La apreciacion de que las sucesiones de diferencias pueden sumarse
facilmente, y que el proceso de formar la sucesion de diferencias y después
sumarla recupera la sucesion inicial, es decir, que se trata de operaciones
inversas una de la otra.

@ La consideracion de las curvas como poligonos de infinitos lados de
longitudes infinitesimales y de las variables como sucesiones que toman
valores consecutivos infinitamente proximos.

Se conservan en el archivo Leibniz en Hannover los manuscritos que contienen
las investigaciones de Leibniz sobre los problemas de cuadraturas. En dichos
documentos, fechados del 25 de octubre al 11 de noviembre de 1675, Leibniz
investiga la posibilidad de formular simbdlicamente los problemas de cuadraturas
e introduce los simbolos que actualmente usamos para la integral y la diferencial.
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Algunos de los resultados de Leibniz en estos manuscritos son casos
particulares de la regla de integracion por partes, como, por ejemplo, la siguiente
igualdad (se supone f(0) = 0):

a

jxf (x)d jf dx :aff’(x)dx —ja (jf’(t)dt) dx (15)
0 0 \o

0
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Por supuesto, Leibniz no la escribe asi. Recuerda que la notacién que usamos
para la derivada se debe a J.L. Lagrange y es bastante tardia, de finales del siglo
XVIIl. Ademas, la notacion que usamos para indicar los limites de integracion fue
introducida por J. Fourier en el primer tercio del siglo XIX. Incluso el término
“integral” no se debe a Newton ni a Leibniz.
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para la derivada se debe a J.L. Lagrange y es bastante tardia, de finales del siglo
XVIIl. Ademas, la notacion que usamos para indicar los limites de integracion fue
introducida por J. Fourier en el primer tercio del siglo XIX. Incluso el término
“integral” no se debe a Newton ni a Leibniz.Leibniz llamo calculus differentialis,
esto es “célculo de diferencias”, a la parte de su célculo que se ocupa del estudio
de tangentes, y calculus summatorius, o sea “célculo de sumas”, a la que se
ocupa de problemas de cuadraturas.

Para Leibniz una integral es una suma de infinitos rectangulos infinitesimales, el
simbolo que ideé para representarlas, “[” tiene forma de una “s” alargada como
las que en aquel tiempo se usaban en la imprenta; ademas, es la primera letra de
la palabra latina summa, o sea, “suma”. Fue Johann Bernoulli quien, en 1690,
sugiri6 llamar calculus integralis al calculo de cuadraturas, de donde deriva el
término “integral” que usamos actualmente.

De hecho, Leibniz obtuvo la férmula (15) antes de inventar su notacion para las
integrales y las diferenciales.
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Es interesante mostrar cémo lo hizo. Para ello vamos a seguir el camino opuesto al

seguido por Leibniz, modificando la notacion de dicha formula hasta llegar a escribirla
como lo hizo él.
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Es interesante mostrar cémo lo hizo. Para ello vamos a seguir el camino opuesto al
seguido por Leibniz, modificando la notacion de dicha formula hasta llegar a escribirla
como lo hizo él.Podemos interpretar graficamente la igualdad (15) sin mas que
observar la figura siguiente.

X A=a
Figura. Areas complementarias



El nmero af (a) es el area del rectangulo OAPB, la integral [;'f(x)dx es el area
de la parte de dicho rectangulo OAP que queda bajo la curva 'y =f(x).
Deducimos de (15) que la integral joaxf’(x)dx es el &rea de la parte OBP de
dicho rectangulo que queda por encina de la curva 'y = f(x).
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dicho rectangulo que queda por encina de la curva y = f(x).Esta area es la suma
de las areas de rectangulos horizontales como los representados en la figura
anterior. Estos rectangulos horizontales tienen como base el valor de la abscisa
correspondiente, x, y como altura la diferencia infinitamente pequefa entre dos
ordenadas sucesivas, que Leibniz representa por w. Esta diferencia es lo que
posteriormente se llamara diferencial de y. Podemos, pues, interpretar que
w=dy =f'(x)dx.
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porque para Leibniz el valor de una variable puede obtenerse sumando sus
diferencias consecutivas, por eso, y puede verse como la suma de las w.
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w = dy =f’(x)dx.Por su parte, el area de la regién OAP es considerada por
Leibniz como la suma de las ordenadas y. Finalmente, podemos eliminar y
porque para Leibniz el valor de una variable puede obtenerse sumando sus
diferencias consecutivas, por eso, y puede verse como la suma de las w.Esto
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1Lo que sigue esta tomado del trabajo de H.J.M. Bos Newton, Leibniz y la tradicién
leibniziana
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y observa que omn. antepuesto a una magnitud lineal como ¢ da un area; omn.
antepuesto a un area como x/¢ da un volumen y asi sucesivamente.

1Lo que sigue esta tomado del trabajo de H.J.M. Bos Newton, Leibniz y la tradicién
leibniziana



Estas consideraciones de homogeneidad dimensional parecen haber sido las que
sugirieron a Leibniz el usar una Unica letra en vez del simbolo “omn.”, porque
escribe a continuacion: “Seria conveniente escribir j en lugar de “omn.”, de tal
manera que [ ¢ represente omn.¢, es decir, la suma de todas las ¢”. Asi fue como
se introdujo el signo *[™.



Estas consideraciones de homogeneidad dimensional parecen haber sido las que
sugirieron a Leibniz el usar una Unica letra en vez del simbolo “omn.”, porque
escribe a continuacion: “Seria conveniente escribir j en lugar de “omn.”, de tal
manera que [ ¢ represente omn.¢, es decir, la suma de todas las ¢”. Asi fue como
se introdujo el signo *[™.

E inmediatamente a continuacion escribe Leibniz la formula (17) utilizando el

nuevo formalismo:
fxf:xfffjjé (18)

y subrayando que estas reglas se aplican a “las series en las que la razon de las
diferencias de los términos a los términos mismos es menor que cualquier
cantidad dada”, es decir, a las series cuyas diferencias son infinitamente
pequenfas.

haciendo notar que:



Una lineas mas adelante nos encontramos también con la introduccién del
simbolo “d” para la diferenciacion. Aparece en el contexto de un brillante
razonamiento que puede resumirse de la forma siguiente: el problema de las
cuadraturas es un problema de suma de sucesiones, para lo cual hemos
introducido el simbolo f y para el que queremos elaborar un calculo, es decir,
un conjunto de algoritmos eficaces. Ahora bien, sumar sucesiones, es decir hallar
una expresion general para [y dada lay, no es posible normalmente, pero
siempre lo es encontrar una expresion para las diferencias de una sucesién dada.
Asi pues, el calculo de diferencias es la operacion reciproca del calculo de sumas,
y por lo tanto podemos esperar dominar el calculo de sumas desarrollando su
reciproco, el célculo de diferencias.
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simbolo “d” para la diferenciacion. Aparece en el contexto de un brillante
razonamiento que puede resumirse de la forma siguiente: el problema de las
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Asi pues, el calculo de diferencias es la operacion reciproca del calculo de sumas,
y por lo tanto podemos esperar dominar el calculo de sumas desarrollando su
reciproco, el célculo de diferencias.Para citar las mismas palabras de Leibniz:

Dada ¢ y su relacién con x, hallar [ ¢. Esto se puede obtener mediante

el calculo inverso, es decir, supongamos que jé =yay sea!=ya/d;

entonces de la misma manera que la [ aumenta las dimensiones, d las

disminuird. Pero la | representa una sumay d una diferencia, y de lay

dada podemos encontrar siempre y/d o ¢, es decir, la diferencia de las

y.



Asi se introduce el simbolo “d” (o mas bien el simbolo “1/d”). De hecho, pronto

se da cuenta de que ésta es una desventaja notacional que no viene

compensada por la ventaja de la interpretacion dimensional de la j yded,y

pasa a escribir “d(ya)” en vez de “ya/d”, y de ahi en adelante son interpretadas

ladyla [ como simbolos adimensionales.

En el resto del manuscrito Leibniz se dedica a explorar este nuevo simbolismo, al

que traduce viejos resultados, y a investigar las reglas operacionales que rigen la
ylad.

ésta larga cita, extraida del trabajo de H.J.M. Bos Newton, Leibniz y la tradicion

leibniziana, nos da una idea de cémo llegé Leibniz a la invencién del calculo.
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Jylad.

Esta larga cita, extraida del trabajo de H.J.M. Bos Newton, Leibniz y la tradicién
leibniziana, nos da una idea de cémo llegé Leibniz a la invencion del calculo.No
fueron los caminos del razonamiento I6gico deductivo los seguidos por Leibniz
sino los de la intuicion, la conjetura, el estudio de casos particulares y su
generalizacion ... Los mismos caminos que hoy siguen los mateméticos activos
en sus trabajos de investigacion.



Asi se introduce el simbolo “d” (o mas bien el simbolo “1/d”). De hecho, pronto
se da cuenta de que ésta es una desventaja notacional que no viene
compensada por la ventaja de la interpretacion dimensional de la j yded,y
pasa a escribir “d(ya)” en vez de “ya/d”, y de ahi en adelante son interpretadas
ladyla [ como simbolos adimensionales.

En el resto del manuscrito Leibniz se dedica a explorar este nuevo simbolismo, al
que traduce viejos resultados, y a investigar las reglas operacionales que rigen la
Jylad.

Esta larga cita, extraida del trabajo de H.J.M. Bos Newton, Leibniz y la tradicién
leibniziana, nos da una idea de cémo llegé Leibniz a la invencion del calculo.No
fueron los caminos del razonamiento I6gico deductivo los seguidos por Leibniz
sino los de la intuicion, la conjetura, el estudio de casos particulares y su
generalizacion ... Los mismos caminos que hoy siguen los mateméticos activos
en sus trabajos de investigacion.Pese a que los conceptos que maneja Leibniz
son oscuros e imprecisos fue capaz de desarrollar algoritmos de célculo eficaces
y de gran poder heuristico. Como ya hemos indicado en el tema anterior, el
calculo de Leibniz triunfo en el continente europeo gracias a los trabajos de los
hermanos Bernoulli y al libro de texto del Marqués de LHopital que divulgo las
técnicas del célculo leibniziano por toda Europa.



